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2. Metoda backtracking


2.1. Descrierea metodei


Metoda backtracking se aplică algoritmilor pentru rezolvarea următoarelor tipuri de probleme:


Fiind date mulţimile S1, S2, …, Sn având fiecare un număr finit de elemente 
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 (i = 1,2,…,n) se cere găsirea elementelor vectorului X = (x1, x2,…,xn) ( S = S1xS2x…xSn, astfel încât să fie îndeplinită o anumită relaţie ((x1, x2, …,xn) între elementele sale.


Relaţia ((x1, x2, …,xn) se numeşte condiţie internă, mulţimea finită S1xS2x…xSn se numeşte spaţiul soluţiilor posibile, iar vectorul X care îndeplineşte condiţia internă ( se numeşte soluţie rezultat.


Prin metoda backtracking se determină toate soluţiile rezultat, dintre ele putându-se alege una care îndeplineşte în plus o anumită condiţie (de exemplu minimizează o funcţie dată).


Numărul soluţiilor posibile este 
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 deci un număr foarte mare (de ordin exponenţial).


O posibilitate de rezolvare a problemei ar consta în generarea tuturor soluţiilor posibile şi reţinerea celor care verifică condiţia internă (. Dezavantajul constă în faptul că timpul cerut de această înregistrare este foarte mare.


Metoda backtracking evită generarea tuturor soluţiilor posibile. În acest scop, la generarea vectorului X, se respectă următoarele condiţii:

· xk primeşte valori numai dacă x1, x2, …, xk-1 a primit deja valori.

· După ce i se atribuie o valoare lui xk, se verifică nişte relaţii între x1, x2, …, xk numite condiţii de continuare, care stabilesc situaţiile în care are sens să se treacă la calculul xk+1. Neândeplinirea condiţiilor de continuare exprimă faptul că oricum am alege xk+1, xk+2,…,xn nu se ajunge la soluţia rezultată. În cazul acesta al îndeplinirii condiţiilor de continuare, se alege o nouă valoare pentru xk( Sk şi se reia verificarea condiţiilor de continuare. Dacă mulţimea de valori xk s-a epuizat, se revine la alegerea altei valori pentru xk-1 ş.a.m.d. Această micşorare a lui k dă numele metodei, ilustrând faptul că atunci când nu se poate avansa, se urmăreşte înapoi secvenţa curentă din soluţia posibilă. Între condiţiile interne şi cele de continuare există o strânsă legătură. Stabilirea optimă a lor reduce mult numărul de calcule.

Metoda backtracking poate fi reprezentată uşor pe un arbore construit astfel (fig.1).

· Nivelul 1 conţine rădăcina.

· Din orice vârf de pe nivelul k pleacă sk muchii spre nivelul k+1, etichetate cu cele sk elemente ale lui Sk.


Nivelul n+1 conţine
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 vârfuri. Pentru fiecare vârf din acest nivel, drumul ce leagă rădăcina cu acest vârf este o soluţie posibilă.


Prin introducerea condiţiilor de continuare, se renunţă la parcurgerea subarborelui care are ca rădăcină vârful în care nu sunt verificate acestea.


Algoritmul backtracking descris mai sus este redat în următoarea procedură:


const nrmax = …;


type vector =  array [1..nrmax] of tip;

var x: vector;


procedure BACKTRACKING (n: integer);


{se considera globale multimile si si nr. elementelor nrsi pentru i = 1..n}


var   k: integer; 

cont:boolean;


begin



k:= 1;



while k > 0 do


begin



cont: = false;



while (mai există o valoare ((sk netestată) and  not cont  do


begin




x[k]:= (;



if ( (x[1], …, x[k]) then cont:=true



end;



if not  cont  then k:= k – 1



    else




if k = n then



     begin





writeln;





write (x[1], …, x[n])




     end




else k:=k+1



end


end;


Condiţiile de continuare sunt redate prin funcţia ((X[1], …, X[k]).


Metoda backtracking poate fi redată simplu sub formă recursivă, obţinându-se o soluţie scurtă conform procedurii următoare:


const nrmax = …; {dimensiunea max. a vectorului X }


type vector =  array [1..max] of  tip;

var x: vector;


procedure BACK_RECURSIV (k: integer);


{se considera globale multimile Si si nr. elementelor nrsi pentru si}


var  j: integer;


begin



for j:=1 to nrs[k] do



begin




X[k]:=S[k] [j]; {al j-lea element din mulţimea Sk }




if ( (X[1], X[2], …, x[k]) then




if (k<n) then BACK_RECURSIV (k+1)





    else






begin







writeln;







write (X[1], …, X[n])



end



end


end;


begin



BACK_RECURSIV (1)


End.

Aceste două proceduri (cea nerecursivă şi cea recursivă) sunt generale şi aplicabile la orice fel de problemă. De cele mai multe ori, însă, xk ia valori numere întregi între a şi b. Astfel, se pot rescrie cele două proceduri într-o formă mai simplă, în care xk primeşte valori în felul următor: iniţial fiecare element xk are valoarea a-1, apoi, la fiecare pas (încercare de a da o nouă valoare) se face incrementarea xk=xk+1.

const nrmax = …;


type vector =  array [1..nrmax] of tip;

var x: vector;


procedure BACKTRACKING (n: integer);


var  k: integer; 

cont:boolean;


begin



k:= 1;x[k]:=a-1;



while k > 0 do


begin



cont: = false;



while (x[k]<b) and  not cont  do


begin




x[k]:=x[k]+1;



if ( (x[1], …, x[k]) then cont:=true



end;



if not  cont  then k:= k – 1



    else




if k = n then



     begin





writeln;





write (x[1], …, x[n])




     end




else k:=k+1



end


end;

Varianta recursivă:

const nrmax = …; {dimensiunea max. a vectorului X }


type vector =  array [1..max] of  tip;


var X: vector;

procedure BACK_RECURSIV (k: integer);



  var j: integer;


begin



for j:=a to b do



begin




X[k]:=j;




if ( (X[1], X[2], …, x[k]) then




if (k>n) then BACK_RECURSIV (k+1)





    else






begin







writeln;







write (X[1], …, X[n])



end



end


end;


begin



BACK_RECURSIV (1)


End.
2.2 Aplicaţii

Printre exemplele cunoscute de probleme a căror rezolvare se poate face prin această metodă se amintesc: Problema damelor de şah (cunoscută şi sub numele de problema celor 8 regine); Colorarea hărţilor; Generarea permutărilor; Problema circuitului Hamiltonian (a comis-voiajorului).

2.2.1. Problema damelor

Problema constă în aşezarea a opt (sau mai general n) dame (regine) pe o tablă de şah de dimensiune nxn, astfel încât damele să nu se atace.

Exemplu: Presupunând că dispunem de o tablă de dimensiune 4x4, o soluţie ar fi următoarea:

	
	D
	
	

	
	
	
	D

	D
	
	
	

	
	
	D
	



Observăm că o damă trebuie să fie plasată singură pe linie. Plasăm prima damă pe linia 1 coloana 1.

	D
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	



A doua damă nu poate fi aşezată decât în coloana a 3-a.

	D
	
	
	

	
	
	D
	

	
	
	
	

	
	
	
	



Observăm că a treia damă nu poate fi plasată în linia a 3-a. Încercăm atunci plasarea celei de-a doua dame în coloana a 4-a.

	D
	
	
	

	
	
	
	D

	
	
	
	

	
	
	
	



A treia damă nu poate fi plasată decât în coloana a 2-a.

	D
	
	
	

	
	
	
	D

	
	D
	
	

	
	
	
	



În această situaţie dama a patra nu mai poate fi aşezată. Încercând să avansăm cu dama a treia, observăm că nu este posibil să o plasăm nici în coloana a 3-a, nici în coloana a 4-a, deci o vom scoate de pe tablă. Dama a doua nu mai poate avansa, deci şi ea este scoasă de pe tablă. Avansăm cu prima damă în coloana a 2-a.

	
	D
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	



A doua damă nu poate fi aşezată decât în coloana a 4-a.

	
	D
	
	

	
	
	
	D

	
	
	
	

	
	
	
	



Dama a treia se aşează în prima coloană.

	
	D
	
	

	
	
	
	D

	D
	
	
	

	
	
	
	



Acum este posibil să plasăm a patra damă în coloana a 3-a şi astfel am obţinut o soluţie a problemei.

	
	D
	
	

	
	
	
	D

	D
	
	
	

	
	
	D
	



Algoritmul continuă în acest mod până când trebuie scoasă de pe tablă prima damă.


Pentru reprezentarea unei soluţii putem folosi un vector cu n componente (având în vedere că pe fiecare linie se găseşte o singură damă).


Întrucât pe o linie se găseşte o singură damă, soluţia se poate reprezenta sub forma unui vector X = (x1, x2, …, xn) unde xI reprezintă coloana pe care se află dama în linia i.


Condiţiile interne sunt exprimate prin:


a) două dame nu se pot afla pe aceeaşi coloană, adică:
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b) două dame nu se pot afla pe aceeaşi diagonală, adică:
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Algoritmul este exprimat de procedura DAME1:


const nmax = 8;


type vector = array [1..nmax] of byte;

        var x:vector;

           n:integer;

           function posibil(k:integer):boolean;


var i:integer;


begin

  
    posibil:=true;


    for i:=1 to k-1 do

                    if (x[i]=x[k]) or (k-i= abs(x[k]-x[i])) then
                    posibil:=false;

           end;


procedure DAME1;


{n = nr. damelor}


var     cont:boolean;



i, k: byte;


begin



k:= 1; X[k]:= 0;



while k>0 do


  begin



    cont:= false;



    while (X[k] < n) and  not cont do


      begin



         X[k] := X[k] + 1;



         If posibil(k) then cont:=true;

  
   
     end;



if not cont then k:= k-1



else




if k = n then



begin




           writeln;





for i:= 1 to n do write( X[i]:4);




end




else





begin





k:= k+1;





X[k]:= 0





end




end



end;

begin

  readln(n);

  dame1;

end.

X1





X2





X3





Fig.1 Soluţii posibile
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