Grafuri orientate

 Un graf orientat este format dintr-o pereche ordonată de mulţimi G= (X,U), în care:

X – este mulţimea vârfurilor sau nodurilor grafului,

U – este o mulţime formată din perechi ordonate de elemente din X numite arce. Orice arc 
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 se va nota prin u = (x, y), cu x, y ( X şi x ( y.

Vârful x este extremitatea iniţială a arcului u iar y este extremitatea finală a arcului u. În cazul grafurilor orientate notaţiile (x, y) şi (y, x) vor reprezenta două arce diferite.

Un exemplu de graf orientat este prezentat în figura următoare:


Gradul exterior al unui vârf x notat prin d*(x), este numărul total al arcelor de forma (x, y). Gradul interior al unui vârf x notat prin d-(x), este numărul total al arcelor de forma (y, x). 

Noţiunile de graf parţial, subgraf, lanţ se definesc ca şi la grafurile neorientate. În particular, la grafurile orientate se mai defineşte şi noţiunea de drum: Un drum este un lanţ în care toate arcele au aceeaşi orientare.

Exemplu de drum în graful din figură: [1, 2, 4, 5].

Tehnici de programare


1. Noţiuni introductive

Dezvoltarea unui program constă din 2 activităţi:

· dezvoltarea algoritmului 

· reprezentarea acestuia ca program

Descoperirea algoritmului înseamnă găsirea unei metode de rezolvarea a problemei a cărei soluţie urmează să fie calculată, de aceea înţelegerea modalităţii de dezvoltare a algoritmilor este echivalentă cu înţelegerea procesului de rezolvare a problemelor.


Teoria rezolvării problemelor


Tehnicile de rezolvare a problemelor sunt subiecte de interes în aproape orice domeniu de activitate, nu numai în informatică. Legătura dintre procesul de dezvoltare al unui algoritm şi cel de rezolvare a unei probleme (mai general) i-a determinat pe informaticieni să caute metode mai bune de rezolvare a problemelor. Ideal ar fi ca procesul de rezolvare a problemelor să poată fi redus la rândul lui la un algoritm, dar s-a demonstrat că acest lucru nu este posibil. Astfel capacitatea de a rezolva anumite probleme rămâne mai degrabă un talent care trebuie dezvoltat decât o ştiinţă care poate fi învăţată.


Etapele de bază în ceea ce priveşte rezolvarea problemelor:

· Faza 1 – Înţelegerea problemei;

· Faza 2 – Conceperea unui plan de rezolvare;

· Faza 3 – Punerea în practică a planului respectiv;

· Faza 4 – Evaluarea soluţiei din punct de vedere al corectitudinii şi ca potenţial instrumental pentru rezolvarea altor probleme.

În contextul dezvoltării programelor acestea devin:

· Faza 1 – Înţelegerea problemei;

· Faza 2 – Conceperea unuei metode de rezolvare a problemei printr-o procedură algoritmică;

· Faza 3 – Formularea algoritmului şi reprezentarea lui ca program;

· Faza 4 – Evaluarea programului din punct de vedere al corectitudinii şi ca potenţial instrumental pentru rezolvarea altor probleme.

2. Complexitatea algoritmilor


2.1 Estimarea timpului de calcul


Pentru a estima timpul de calcul într-o aplicaţie – program vom considera problema determinării elementului maxim dintr-un vector. Algoritmul de determinare este cunoscut: se presupune că primul element este cel mai mare, se parcurge apoi vectorul şi ori de câte ori găsim un element mai mare de cât maximul curent, se atribuie maximului valoarea acelui element. Dacă vectorul este x, şi are elemente atunci se poate scrie următoarea secvenţă de program:


max: = x[1];


for i:=1 to n do



if x[i] > max then max:= x[i];


Timpul de execuţie al acestui algoritm depinde de n.


Pentru estimarea timpului de calcul efectiv, ar trebui inventariate toate instrucţiunile programului şi bineînţeles, trebuie cunoscut timpul de execuţie al fiecăruia dintre ele.


2.2 Ordinul de complexitate


În orice problemă putem observa că există un anumit număr, n de date de intrare de care depinde, de obicei, timpul de execuţie al algoritmului care rezolvă acea problemă. De exemplu, dacă se pune problema determinării tuturor permutărilor unei mulţimi, atunci n este numărul de elemente ale acelei mulţimi; dacă se pune problema sortării unui vector, n reprezintă numărul de elemente ale vectorului.


Deoarece nu putem şti întotdeauna cu exactitate de câte ori se execută o instrucţiune (de pildă atribuirea max: = x[i]) este destul de greu de determinat timpul de execuţie.


Totuşi, se poate considera că există o proporţionalitate între valoarea n şi numărul de execuţii.


În plus, timpul de execuţie a unei instrucţiuni este dependent de calculatorul utilizat.


Majoritatea instrucţiunilor se execută de un număr mic de ori, astfel că timpul afectat lor este neglijabil. De aceea, se alege o operaţie (instrucţiune) esenţială, numită, operaţie de bază şi se determină de căte ori se execută ea. Cerinţa pentru operaţia de bază este ca numărul de execuţii ale acesteia să se poată calcula în funcţie de n, de la început.


Timpul de calcul estimat pentru un algoritm oarecare se numeşte ordinul său de complexitate. El se poate nota astfel:


o (număr estimat de execuţie ale operaţiei de bază)


Dacă, de exemplu, un algoritm efectuează 2n2 + 4n + 3 operaţii de bază, vom spune că acesta este un algoritm al cărui ordin de complexitate este o(n2) sau, altfel spus, algoritmul are un timp de execuţie pătratic.(Pentru un n foarte mare 4n + 3 este o valoare neglijabilă comparativ cu 2n2, iar 2n2 este de acelaşi ordin de mărime cu n2)


Exemple:


- Pentru aflarea minimului sau maximului unui vector de n elemente, ordinul de complexitate este o(n).


În cazul unor probleme nu putem preciza nici măcar numărul de execuţii ale operaţiei de bază. De exemplu, la sortarea prin interschimbare (bubblesort), dacă vectorul este gata sortat, practic se execută n-1 comparaţii (se parcurge vectorul o singură dată). Dacă vectorul este de la început sortat invers, se vor executa n(n-1)/2 operaţii de bază.

a) Să presupunem că vectorul este deja sortat. Spre exemplu pentru vectorul x = (1, 3, 6, 9, 10) vom avea o singură trecere prin vector cu n-1 comparaţii.

b) Să presupunem că acelaşi vector trebuie sortat în ordine descrescătoare. Vom avea următoarele treceri prin vector:

Prima trecere:


1
3
6
9
10


3
1
6
9
10


3
6
1
9
10

În prima trecere se execută 4  (n-1 ) 


3
6
9
1
10

interschimbări


3
6
9
10
1

A II-a trecere:


3
6
9
10
1


6
3
9
10
1 

În a II-a trecere se execută 3 


6
9
3
10
1

interschimbări


6
9
10
3
1



A III-a trecere:


6
9
10
3
1

Se execută 2 interschimbări


9
6
10
3
1 

 în a III-a trecere


9
10
6
3
1



A IV-a trecere:


9
10
6
3
1

Se execută 1 interschimbare


10
9
6
3
1 



A V-a trecere:


10
9
6
3
1 

Nu se execută nici o interschimbare


Numărul de interschimbări =  1 + 2 + 3 + 4 = 10 = 
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În cazul acestui algoritm se poate face o discuţie asupra a 3 valori:

· timpul minim de execuţie

· timpul mediu de execuţie

· timpul maxim de execuţie

De fiecare dată când se vorbeşte despre timpul estimat, se precizează şi despre care este vorba: minim, mediu sau maxim. În practica prezintă interes timpul mediu şi cel maxim.


2.3 Tipuri de ordine de complexitate


Dacă timpul estimat este sub forma O(n), spunem că algoritmul este în timp liniar.


Dacă timpul estimat este de ordinul O(nk) spunem că algoritmul este în timp polinomial (n = 2- patratric, n = 3 – cubic, …).


Dacă timpul estimat este sub forma O(2n), O(3n) şi aşa mai departe, spunem că algoritmul este în timp exponenţial.


Un algoritm de ordinul o(n!) este asimilat unui algoritm în timp exponenţial, deoarece n! = 1(2(3(…..(n > 2(2(2( …(2 = 2n-1.

     n ori

 
În practică nu sunt admişi (nu se folosesc) decât algoritmii în timp polinomial, însă gradul polinomului nu este chiar indiferent.


În concluzie, ori de câte ori se rezolvă o problemă, este bine să se găsească un algoritm de timp polinomial. Mai mult, se caută un algoritm care să rezolve problema în timp polinomial de grad minim.


2.4 De ce sunt necesari algoritmi eficienţi


Se poate constata cu uşurinţă că în ultimii ani viteza de calcul a microprocesoarelor devine din ce în ce mai mare. Se pune problema dacă este chiar necesară găsirea de algoritmi din ce în ce mai eficienţi pentru rezolvarea problemelor, sau se poate aştepta mai bine să apară o nouă generaţie de calculatoare.


Să presupunem că lucrăm cu un calculator care este capabil să efectueze un milion de operaţii elementare pe secundă. În tabelul următor sunt indicaţi timpii necesari efectuării a  n2, n3, 2n, 3n operaţii elementare cu ajutorul unui astfel de calculator, pentru diferite valori ale lui n.

	o
	n = 20
	n = 30
	n = 40
	n = 50
	n = 60

	n2
	0,0004

secunde
	0,0009

secunde
	0,0016

secunde
	0,0025

secunde
	0,0036

secunde

	n3
	0,001

secunde
	0,008

secunde
	0,027

secunde
	0,125

secunde
	0,216

secunde

	2n
	1secundă
	17,9 min.
	12,7 zile
	35,7 ani
	366 secole

	3n
	58 min.
	6,5 ani
	3855 secole
	2x108 secole
	1,3-1013 secole



Să presupunem că, pentru o anumită problemă, cunoaştem un algoritm al cărui ordin de complexitate 2n. Din tabel rezultă că pentru n = 20 algoritmul se rezolvă în 1 secundă, iar pentru n = 60, acelaşi algoritm ar avea nevoie de 366 secole. Chiar şi cu un calculator de 100 de ori mai rapid, tot ar fi necesare 366 secole pentru rezolvarea acestui algoritm.


Soluţia reală nu poate fi alta decât găsirea unui algoritm eficient.


Principala cauză pentru care unii algoritmi pot să ajungă la timpi de lucru practic infiniţi, chiar pentru valori relativ mici ale lui n, este nu lipsa de performanţe a calculatorului, ci faptul că funcţia exponenţială f(n) = an, cu a > 1 creşte foarte repede.


Conform acestor afirmaţii, este indicată ca pentru o problemă dată să elaborăm algoritmi care să nu fie exponenţiali. Sunt consideraţi “buni” acei algoritmi pentru care numărul operaţiilor este polinomial (adică se poate exprima sub forma unui polinom în n, unde n este numărul datelor de intrare). Nu este posibilă evitarea întotdeauna a algoritmilor exponenţiali; un exemplu îl constituie problema generării tuturor permutărilor lui n când numărul operaţiilor este n!.


3. Recursivitate


Cele mai multe limbaje de programare, printre care şi Pascal şi C admit atât proceduri cât şi funcţii recursive. O primă problemă este de a preciza mecanismul prin care anumite limbaje admit recursivitatea. Recursivitatea este posibilă tocmai datorită structurii de date de tip stivă studiată la disciplina “Structuri de date”. Atunci când funcţia sau procedura se autoapelează, valorile parametrilor transmişi prin valoare , precum şi valorile variabilelor locale ale procedurii sau funcţiei se salvează în stivă. Stiva nu este explicită în program, ea fiind creată de către compilator. La revenirea în procedura care a efectuat apelul, aceste valori sunt preluate din stivă şi se continuă execuţia.


O a 2-a problemă este aceea de a preciza modul în care se gândeşte un algoritm pentru a scrie pentru el un program recursiv.


3.1 Mecanismul recursivităţii. Funcţii recursive


Considerăm că exemplu calculului sumei pricipalelor n numere naturale:


S = 1 + 2 + 3 + …+ (n-1) + n


Această sumă poate fi exprimată recursiv în felul următor



[image: image3.wmf]î

í

ì

¹

+

=

=

-

0

n

daca

,

n

S

0

n

daca

0

S

1

n

n



Aceste tipuri de probleme, în care se solicită calculul unei expresii, expresie definită recursiv, sunt cele mai simple probleme de recursivitate. Practic, se poate transcrie direct în Pascal sau C această funcţie definită recursiv astfel:


varianta Pascal:


function  suma(n:integer): integer;


begin



if  n = 0 then suma:=0



else suma:=suma(n-1)+n


end;


Varianta C:


int suma(int n)


{ if (n == 0) return 0;



else return suma (n-1)+n


}


Un alt exemplu, la fel de sugestiv este calculul factorului unui număr natural n.


n! = 1(2(3(…(n = (n-1)!n


Factorul se poate defini recursiv astfel:
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Pentru care prezentăm varianta Pascal a funcţiei recursive

function fact (n:integer):real;

begin


if n = 0 then fact: = 1


else fact: = fact(n-1)*n

end;


Observaţie. S-a declarat fact de tip real, deoarece valoarea factorialului unui număr este foarte mare.


Se observă că, atât în cadrul funcţiei suma, cât şi în cadrul funcţiei fact există un apel al funcţiei pentru parametrul n-1. Apelul fiind făcut din interiorul funcţiei, este de fapt un autoapel, ceea ce înseamnă că funcţiile fact şi suma sunt funcţii recursive.


Astfel autoapelul funcţiei fact (sau suma) generează o nouă activitate a funcţiei recursive, care, la rândul ei presupune o nouă autoapelare, şi aşa mai departe. La un moment dat însă autoapelul se va face cu parametrul 0, caz în care funcţia nu mai autoapelează. În acest caz rezultatul funcţiei (0 pentru suma, 1 pentru fact) se va transmite funcţiei care s-a efectuat apelul pentru n = 0, adică tot funcţiei recursive. Funcţia suma va adună 0+1 şi va transmite mai departe acest rezultat funcţiei suma. La fel se întâmplă şi cu funcţia fact. Schematic suita de apeluri a funcţiei fact pentru n = 4 poate fi văzută în figura 1:


Fig.1


Se observă, din figură, că pentru primele 4 apeluri ale funcţiei fact (cu parametrii actuali 4, 3, 2 şi respectiv 1) se mai generează câte un apel. În cazul ultimului apel, datorită faptului că este îndeplinită condiţia n = 0, nu se mai generează un nou apel ci se încheie apelul curent, urmat de revenirea în fact(1), şi aşa mai departe.


Se observă că, de fapt, are loc tot calculul unui produs, dar în ordine inversă.


Parametrii actuali cu care se realizează un apel vor fi salvaţi în stiva programului, ca în figura 2.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	1
	
	1
	
	1
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	2
	
	2
	
	2
	
	2
	
	2
	
	
	
	
	

	
	
	
	3
	
	3
	
	3
	
	3
	
	3
	
	3
	
	3
	
	
	

	
	4
	
	4
	
	4
	
	4
	
	4
	
	4
	
	4
	
	4
	
	4
	


Fig. 2 Variaţia stivei la apelurile succesive ale funcţiei fact şi la revenirile corespunzătoare


Acest tip de recursivitate, prezentat pentru funcţiile suma şi fact se numeşte recursivitate directă.


3.2 Condiţia de consistenţă a unei definiţii recursive


Se consideră o funcţie, numită funcţia MANNA-PNUELI definită recursiv astfel:
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Pentru x = 16 avem f(16) = 15


Pentru x = 18 avem:
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În limbajul Pascal această funcţie se poate scrie astfel:


function f(x:integer):integer;


begin



if x >= 12 then f: = x-1



else f: = f(f(x-2))


end;

Varianta C:

int f(int x)

{

  if (x<=12) return x-1;

   else return f(f(x-2));

}


Se observă, urmărind suita de apeluri a funcţiei, că există tendinţa de identificare a unor valori direct calculabile, urmată de utilizarea lor în vederea obţinerii valorilor căutate.


Astfel, o definiţie recursivă trebuie să satisfacă următoarea condiţie: valoarea funcţiei trebuie să fie ori direct calculată, ori calculabilă cu ajutorul unor valori direct calculabile. Această condiţie se numeşte condiţie de consistenţă, iar ea este verificată atât de funcţiile fact şi sum cât şi de funcţia Manna-Pnueli.


Un exemplu în care nu este îndeplinită condiţia de consistenţă este următorul exemplu:


function sum (n:integer):real;


begin


if n = 0 then sum:=0



else sum:= sum (n+1)+n


end;

Aplicaţii


1. Inversarea recursivă a unui cuvânt:


Funcţia următoare permite afişarea în ordinea inversă a caracterelor unui cuvânt.


Function invers: string;


Var c:char;


begin



if eoln then invers := ‘’




else begin 



read(c);



invers:=invers + c;



end;


end;

Funcţia îşi încheie execuţia când se tastează ENTER. O altă variantă a funcţiei care inversează un cuvânt dat s este următoarea:


function invers (s: string): string;


begin



if s = ‘’  then invers:= ‘’




else invers:= s[length(s)] + invers (copy(s,1,length(s)-1))


end;


În această variantă se consideră că inversul unui şir s este format din ultimul caracter al lui s la care se adaugă inversul aceea ce mai rămâne din s după eliminarea ultimului caracter. Condiţia de încheiere este ca şirul s să fie şirul vid.


Exemplu. Fie şirul s = ‘calculator’


Invers(‘calculator’) = ‘r’ + invers (‘calculato’).


Aceeaşi funcţie poate fi scrisă şi în varianta iterativă:


function invers (s:string):string;


Var i:integer;


      x: string;


begin


      x: = ‘’;


      for I: length(s) downto 1 do


x:=x+s[i];


invers:=x;


end;


Un alt exemplu cunoscut este şirul lui Fibonacci cunoscut în matematică. El este definit pe baza a 2 termeni iniţiali de valori 1, 1. Oricare alt termen se va obţine prin însumarea precedenţilor 2.


1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ….


Se observă cu uşurinţă că şirul este definit recursiv:
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Se poate scrie, deci, o funcţie recursivă pentru determinarea termenului general Fib(n) din acest şir astfel:


function fib(n:integer): integer;


begin



if (n=1) or (n = 2) then fib:=1



else fib:=fib(n-1)+fib(n-2)


end;


Deşi este mai simplu, varianta recursivă este ineficientă deoarece numărul de apeluri recursive creşte exponenţial cu n după cum se observă şi din figura 3 în care este prezentat modul de execuţie al funcţiei fib(5)


Fig.3


Se observă din figură că, pentru n = 5 se apelează fib(4) o singură dată, fib(3) de 2 ori, fib(2) de 3 ori şi fib(1) de 2 ori ceea ce face ca acest algoritm să fie ineficient. Într-adevăr, pentru calculul lui fib(n) este necesar să se cunoască fib(n-1) şi fib(n-2). Parametrii acestor funcţii sunt depuşi în stivă. Procedeul continuă până când este calculat fib(n-1). Acelaşi lucru se întâmplă şi pentru fib(n-2). Pentru un n relativ mare (n=100) algoritmul este ineficient. Din acest motiv, când avem de rezolvat o problemă este indicat să se analizeze dacă merită să fie folosită o metodă recursivă sau iterativă. Pentru calculul valorii termenului n din şirul lui Fibonacci, varianta iterativă este foarte simplă şi eficientă:


function fib(n:integer):integer;


var i: integer;


       f1, f2:integer;


begin



if (n=1) or (n=2) then f:=1



else begin




f1:=1;




f2:=1;




for i:=3 to n do



begin





f:=f1+f2;





f1:=f2;





f2:=f;




end;



end;


fib:=f

end;


Se pot scrie variante iterative pentru funcţii definite recursiv şi prin simularea stivei şi gestionarea ei explicită în program. Un exemplu în acest sens este calculul funcţiei lui Manna-Pnueli prezentat în continuare:


function f(x:integer):integer;


var stiva:array[1..100] of integer;



k:integer;


begin


k:=1;


stiva [1]:=x;


while k>0 do


if stiva [k]<12 then


begin




k:=k+1;




stiva [k]:= stiva [k-1]+2



end



else begin




k:=k-1;




if k>0 then



stiva[k]:= stiva [k+1]-1



end;


f:=stiva[1]-1;

end;


Un alt exemplu cunoscut este funcţia lui Ackermann ac: N(N dată astfel:
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Un exemplu de calcul al funcţiei pentru m = 2 şi n = 1:
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Varianta recursivă:


function ac(m,n:integer): integer;


begin



if m=0 then ac:=n+1



else if n = 0 then ac:= ac(m-1,1)




else ac:=ac(m-1, ac(m,n-1))


end;


Pentru a scrie o variantă iterativă vom implementa o stivă dublă (vector cu 2 coloane) în care, iniţial vom introduce pe nivelul 1 în stivă valorile lui m şi n, urmând ca la fiecare nou apel nivelul stivei k să crească şi pe acest nivel nou să se introducă noile valori ale lui n şi n. Pentru acest lucru se procedează astfel:

· dacă m ( 0 şi n (0 nivelul stivei creşte şi pe nivel se pun valorile m şi n –1;

· pentru n = 0 se rămâne în stivă pe acelaşi nivel şi în locul lui m se pune m –1 iar în locul lui n se pune 1;

· pentru m = 0 funcţia se poate calcula, deci se coboară în stivă şi se înlocuieşte m cu m –1, iar n cu valoarea calculată anterior.

Modul de execuţie al algoritmului pentru m = 2, n = 1
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function ac(m,n: word): word;


var s:array [1..100, 1..2] of word;


begin



k:=1;



s[k,1]:=m;



s[k,2]:=n;



while k>0 do



if (s[k,1]<>0) and (s[k,2]<>0)





then begin






k:=k+1;






s[k,1]:= s[k-1,1];






s[k,2]:= s[k-1,2]-1;





end;




else if s[k,2] = 0 then




begin






s[k,1]:= s[k,1]-1;






s[k,2]:= 1;





end;




else begin




k:=k-1;





if k>0 then begin





s[k,1]:= s[k,1] – 1;






s[k,2]:= s[k+1,2]+1;







end;





end;


ac:= s[1,2]+1;

end;


Recursivitatea poate fi de 2 feluri:

· recursivitate directă, când o funcţie sau procedură se autoapelează;

· recursivitate indirectă, când există 2 subprograme recursive, fiecare însă făcând un apel la celălalt.

Fie P şi Q cele 2 subprograme. Dacă P face apel la Q, atunci conform regulilor de sintaxă ale limbajului Pascal, Q ar trebui definit înaintea lui P. Dar cum Q face la rândul său apel la P şi P ar trebui definit înaintea lui Q. În acest caz, se declară antetul unuia dintre subprograme înaintea celuilalt urmat de directiva FORWARD, urmând ca poi când se defineşte complet acest subprogram să nu mai fie necesară lista de parametrii. Sintaxa este prezentată în figura 4.


Un exemplu tipic în acest sens este şirul mediilor aritmetice şi geometrice ale lui Gauss, şiruri definite astfel:


u0 = u, v0 = v, u, v >0
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Programul care calculează aceste şiruri admite şi o variantă succesivă şi o variantă iterativă:


Varianta recursivă


var 
n: integer;



u, v: real;


function un(n:integer): real; forward;


function vn(n:integer): real;


begin



if n = 0 then vn:=v



else vn:= sqrt (un(n-1)*vn(n-1))


end;


function un(n:integer): real;


begin



if n = 0 then un:=u



else un:= (un(n-1)+vn(n-1))/2


end;


begin


writeln(‘n=’); readln(n);



writeln(‘u0=’); readln(u);



writeln(‘v0=’); readln(v);


if (u<0) or (v<0) then begin



writeln (‘eroare date’);




halt;




end;



writeln(‘n=’, un(n));



writeln(‘v=’, vn(n));

end.

Se constată executând programul  că cele două şiruri au aceeaşi limită.

Varianta iterativă:

Program  iterativ;

Var   v0,u0,u,v:real;

          i,n:word;

begin


writeln(‘n=’); readln(n);



writeln(‘u0=’); readln(u);



writeln(‘v0=’); readln(v);


             if (u<0) or (v<0) then begin



          writeln (‘eroare date’);




      halt;




end;

                       for i:=1 to n do 

                            begin

                                  u:=(u0+v0)/2;

                                  v:=sqrt(u0*v0);

                                  u0:=u;

                                  vo:=v;
                             end;



writeln(‘n=’, un(n));



writeln(‘v=’, vn(n));

end.


Probleme propuse.

1. Calculul celui mai mare divizor comun a 2 numere a şi b.

2. Suma cifrelor unui număr întreg.

function suma (n:longint): word;

begin



if n = 0 then suma: = 0



else suma:= suma (n din 10) + n mod 10;


end;

3. Suma elementelor unui vector.

4. Produsul elementelor diferite de 0 dintr-un vector.

5. Existenţa unui element într-un vector.

6. Verificarea dacă toate elementele din vector sunt diferite de 0.

7. Maximul dintr-un vector.

8. Numărul elementelor pare dintr-un vector.

9. Suma elementelor de pe poziţii impare dintr-un vector.

10. Numărul elementelor impare de pe poziţii pare din vector.

3.2. Proceduri recursive.


Aşa cum există funcţii recursive, pot exista şi proceduri recursive. În acest caz comunicarea valorilor dintre diferitele apeluri succesive se realizează prin intermediul unor parametrii de tip variabil.


Spre exemplu, putem avea o variantă de procedură recursivă pentru calculul factorialului unui număr natural n.


procedure fact (n: integer; var f:real);


begin



if n = 0 then f:= 0



else begin




fact (n – 1, s);




f: = f x n;



end;

end;


Varianta  cu procedură recursivă pentru inversarea unui cuvânt:


procedure inversare;


var c:char;


begin



read(c);



if not eoln then inverseaza;



write(c);


end;


Inversarea cuvintelor dintr-un şir de n cuvinte citite de la tastatură:


procedure inverseaza (i: integer);


var cuv: string;


begin



write(‘cuvântul: ’, i, ‘:’);



readln(cuv);



if i>n then inverseaza (i+1)



else writeln (‘cuvintele în ordinea inversă:’);



writeln (cuv);


end;
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